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ARTiCULOS
La infonnatica y el proceso
de investigacion matematica
en la escuela
Dedicado a Emma Castelnuovo
Las mierocomputadoras ocupan tin lugar cada vez mas preponderante en la sociedad
venezolana. La escuela no ha escapado de los intentos de diseminaciOn de esta
tecnologia. Una muestra de esta expansion es la implementacion de proyectos como el
de Un Computador para Cada Escuela. Dado esto y otros argumentos que presentare
mas adelante, planteo que no podemos obviar las microcomputadoras en el disefio de
una estrategia para.' el mejoramiento de la ensefianza de la matematica. Siguiendo esta
direcciOn, en este articulo presento una perspectiva en el uso de la computadora como
herramienta cognitiva para la investigaciOn en la clase de matematica.
El uso de micros en la escuela en los raises industrializados, ha pasado por mm
serie de etapas las cuales se sobreponen y no formannecesariarnente un orden secuencial
estricto. Estas etapas son las siguientes: a) para ensefiar a programar, b) uso en
simulaciones, c) para instruccion individualizada (especialmente en practica y ejerci-
cio), d)para la al fabetizaciOn informatica, y e)como herramienta cognitiva. Estas etapas
se corresponden en cierta medida, —al nivel conceptual—, con aquellas por las que ha
pasado la fundamentacide del disefio instruccional. Tales etapas, segfin Cooper (1993),
son las siguientes: conductismo, cognitivisrno y constructivismo. Es la Ultima de estas
la que considero mas evolucionada y a la que esta dedicado este trabajo.
El articulo esta dividido en cuatro partes: en la primera, presento algunos argumen-
tos generales a favor del uso de los micros como herramienta cognitiva en el aula; en
la segunda, describo dos herramientas informaticas: Cabrt-Geometre y The Geometer 's
Sketchpad, para la ensefianza y aprendizaje de la geometria euclidiana; en la tercera,
desarrollo algunas ideas acerca de la investigaciOn maternatica en la escuela basadas en
dos ejemplos tornados de Borenson (1986) y Castelnuovo (1963/1979), respectivamen-
te; y en la Ultima, presento algunas conclusiones generales sobre el tema.
Antes de continuar quiero mencionar un asunto de mucha importancia, el cual no
sera tratado con mayores detalles en este trabajo. Este asunto es el relacionado con el
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uso de tecnologias en la escuela y los problemas de equidad en esta. Malcrakis y Yuan-Tu
(1993), en un articulo sobre informatica y educaciOn en China, plantean que la
introducciOn de computadores en educaciOn, promovidas par un lado por los deseos de
imitar a los paises industrializados y pot el otro par agendas internacionales, se esta
haciendo en momentos cuando an estamos luchando pot resolver los problemas basicos
de la equidad en nuestro sistema educativo. Deberfamos prestar seria atenciOn a los argu-
mentos de Makralds y Yuan-Tu, especialmente cuando sugieren examinar las implica-
clones del uso de tecnologias en la educacion en terminos de dos opuestos: 1) la
intbmiatica como una nueva herramienta para el desarrollo, y 2) la informatica como
nuevo media para la dependencia tecnolOgica. Sabre este aspecto se pregunta Oteiza
(1993):
"2,Incrementaran o disminuiran las computadoras el abismo entre los paises desarrollados y
los subdesarrollados?..., debemos preguntarnos si las computadoras favorecen diferencial-
mente a los varios niveles de genre educada, y de ser asi, ise convertiran los ricos y educados
en cada sociedad en aim ma's ricos y mas educados?... Ivlas importante, ttendran las
computadoras en los paises pobres un efecto negativo o positivo sobre la igualdad del sistema
educativo? (p. 25).
Mi intencion es que en la medida en que producimos ideas y reflexionamos acerca de
los posibles usos de las computadoras en la ensefianza de las matematicas, no se pierdan
de vista estos aspectos generales relacionados con la equidad y la justicia social en la
escuela.
La computadora como medio cognitivo
Una herramienta cognitiva es toclo aquel instrumento del que pueden servirse las
personas para amplificar su capacidad de comprender y operar en el mundo. La cualidad
de lierramienta cognitiva no es intrinseca a un instrumento. En el caso de la computadora
tenemos que &sta no es pot sí sola un medio cognitivo; para llegar a serlo tiene que set
utilizada dentro de un cierto dominio conceptual de manera que ayude al usuario a
comprender mejor dicho dominio y actuar con mayor eficacia en el mismo. Si eon-
sideramos a la matematica como un dominio conceptual, entonces utilizar la computa-
dora como herramienta cognitiva en la ensefianza y aprendizaje de esta disciplina
significa que la maquina se utiliza en formas que ayuden al aprendiz a comprender y
operar en ese dominio conceptual. Se supone que esta compresiOn de la matematica
ayudara al estudiante a comprender mejor el mundo y a operar mas efectivamente en
ese.
Por el contrario, tenemos que una computadora utilizada para administrar la practica
y el ejercicio rutinario en el aprendizaje de la aritmetica, no puede considerarse como
una herramienta cognitiva. Afinno esto porque si bien la practica y el ejercicio puede
ser importante para alcanzar un dominio de las operaciones aritmeticas en terminos de
rapidez y precision, urea que no contsibuyen a un aprendizaje significativo de las
mismas. Sc podria hacer un paralelo entre estas dos formas de uso de las micros en la
muck, y las nociones de adiestnuniento y educacien. Comparto con Davis (1966/1974)
la idea siguiente:
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No es lo mismo adiestrar que educar;[...] la educacion es para la gente, y el adiestxamiento
para las maquinas electronicas (que de cualquier modo no lo necesitan). En efecto: todas las
tareas de rutinas repetitivas son basicamente ajenas al hombre (p. 150).
Respecto a la repeticion propuesta por la practica y el ejercicio, Comenius, el creador
de la didactica general, coment6:
Me basta haber probado el azticar una sola vez, haber visto una sola vez un camello, haber
ofdo cantar una sola vez un ruisenor, haber ido una sola vez a Roma, y haberla visitado, para
que estas impresiones queden solidamente fijas en mi memoria y no escapen jamas. (Citado
en Castelnuovo, 1963/1979, p. 200).
A lo cual Castelnuovo agrega que:
Basta una sola leceion, separada de las otras, aun sin repetirla, para producir urn impresion
perdurable, para abrir un mundo. (Castelnuovo, 1963/1979, p. 200).
Por otro lado tenemos que, como argumenta Krywoska (1968/1978), el objetivo de la en-
senanza de la matematica pan todos, tanto en la escuela basica como en la educaciOn media
deberia consistir en la iniciacion de los alumnos en los principios: del trabajo "matematizante"
y de la aplicacion del conocimiento matematico, ejereitados sobre unos pocos ejemplos no
triviales cuidadosamente escogidos en distintos dominios con una finalidad metodologiea-
mente fonnativa y no directamente pnictica. (Subrayado agregado, Krywoska, 1968/1979,
p. 190).
Por su parte, Leinhardt (1992) indica que resultados de la investigaciOn sobre el
aprendizaje nos penniten concluir que la "proficiencia en la ejecuciOn no produce
comprensiOn conceptual" (p. 21). A esto podemos agregar la sugerencia del matematico
ruso Korovlcin (1974/1976), donde plantea que:
Sin duck, para el alumno es mas titil resolver unos cuantos problemas dificiles que urn gran
cantidad de problemas sencillos (p. 6).
A partir de estos argumentos se puede conduit- que lo Inds importante es la calidad de
la experiencia matematica que se le ofrezca al alumno en el aula. La repeticiOn de tareas,
generalmente de bajo orden cognitivo, no promueve un aprendizaje significativo en los
estudiantes. Pero Si una vision restringida de la matematica como urn disciplina que se
ocupa solo de cuentas y algoritinos, como urn disciplina formada por urn cantidad de
conocimientos aislados sin interconexi6n alguna. Por el contrario, cuando la computa-
dora es utilizada como herramienta cognitiva en la ensefianza y aprendizaje de la
matematica, a los estudiantes le son planteadas situaciones problematicas de alto orden
cognitivo que van mas alla de la simple ejecuciOn de operaciones aritmeticas, y de la
mera repetici6n de conceptos y algoritmos. Los estudiantes son expuestos a urn
actividad matemzitica en la que se trata de comunicar urn visiOn de la matematica como
una ciencia inacabada en constante proceso de evolucion y desarrollo en el cual la
computadora juega un papel cada vez mas importante. Tenemos asi urn situaciOn donde
la forum como se usa la herramienta en la actividad matematica influye sobre la mailers
eomo se concibe la matemiitica y el instrumento mismo. A su vez, estas concepciones
Pag. 16 a EIDUCACIoN MATEMATICA CI Vol. 8 - No. 1 • Abril 1996 II g GET
refuerzan ciertas formas de uso de la herramienta o promueven la introduccion de nuevas
formas de uso. Sobre este asunto Brown, Collins y Duguid (1989) opinan que:
Las herramientas pueden set comprendidas en su totalidad solamente por medio de suuso,
y utilizarlas significa tanto cambiar la vision del mundo que tiene el usuario comb adoptar el
sistema de creencias de in cultura en la cual son utilizadas.[...]
[...1 La comprension del munch) y de las herramientas cambia continuamente como resultado
de an interaccion. Aprender y actuar son indistintos, sienclo el aprendizajeunproceso continuo
que dura toda In vida que resulta de actuar en situaciones reales. (p. 33) Mad. del autorl.
Dos herramientas informaticas para enseriar
y aprender geometria
En esta seccieln describire brevemente dos medios informaticos para la enseilanza y
aprendizaje de la geometria: Cabrf-GMmetre y The Geometer's Sketchpad. Las presen-
taciones hechas aqui se corresponden con las versiones para Macintosh de ambos
paquetes, aunque existenversiones de esos dos para Windows. Ambos programas repre-
sentan a la nueva generaciOn de herramientas infonnaticas basadas en una concepcion
dinamica, interactiva e investigativa de la enserianza y aprendizaje de la matematica.
Mediante estas nuevas herramientas infonnaticas los estudiantes pueden manipular
figuras geometricas en formas que le llevarian intuitivamente a la construcciOn de
teoremas. La fase inicial del aprendizaje de la geometria puede ser ahora llevada a cabo
en la forma de una ciencia expeririaental, en la cual el estudiante puede construir figuras
geometricas y manipularlas (Tall y West, 1992, p. 121). Esto llevaria a un cambia
fundamental en la forma como se justifica la enseiianza de la geometria en la escuela,
es decir, un cambio de perspectiva de la geometria comb via para la introducciOn al
estudio de un sistema deductivo, a la visiOn de la geometria como medio para la
iniciaciOn en la investigaciOn maternatica de manera experimental. Este asunto lo
retomaremos mas adelante, y se pasard ahora a una presentaciOn breve de Cabri-Geo-
metre y de The Geometer's Sketchpad.
Cabri-Geometrel
Cabri file ereado pot un equip° de investigadores del Laboratorio de Estructuras
Discretas y de Didactica, de la Universidad Joseph Fourier, en Grenoble, Francia. Sus
fabricantes lo anuncian como un cuaderno interactivo para la enselianza y aprendizaje
de la geometria. Esta herramienta infoimatica goza de mucha popularidad en Europa
y es tal vez aquella s'obre la cual se ha hecho mas investigaciOn educativa despues de
LOGO. Cabri auxilia al usuario en la construcci6n de figuras geometricas en el piano.
Al abrir Cabri la computadora presenta urn hoja en blanco y urn barra de menos
(o menties) en la parte superior de la pantalla, al igual que en otras aplicaciones
computarizadas para Macintosh. La barra contiene cinco Archivo, EdiciOn,
CreaciOn, ConstrucciOn y Varios. Los de Archivo y Edicifin penniten al usuario la
Para junio o juilo dc este alio saldra al mercado una nueva versiOn de Cabri-Geonsetre, la cual incluye
algunas de las funciones ya presentes en The Geometers Sketchpad, tales comb la ealculadora.
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realizacion de acetones de editado similares a las que se encuentran en otras aplicaciones
disponibles en Macintosh. Los mends de CreaciOn y Construccide contienen una
cantidad de comandos que permiten la construed& de elementos geometricos, tales
como puntos, segmentos, rectas, circunferencias, puntos sobre un objeto y otros. El
mend Construed& contiene un comando que permite reflejar un punto dado respect°
a una recta dada; esta es la tinica transformaci& construida como in comando en Cabri.
Los objetos creados o construidos pueden ser manipulados seleccionandolos con el
cursor y moyiendo el rat6n; esto permite explorar diferentes casos para una misma
construed& o modelo geomatrico.
El mend Varios contiene una serie de comandos que hacen posible borrar o redefinir
un objeto ya creado, grabar la sesi6n en la que se esta trabajando, reproducir paso por
paso las construcciones realizadas hasta el momento sin abandonar la sesidn, vet urn
descripciOn textual de la figura en pantalla y una lista de los elementos que la componen,
editar los mends, agregar una cuadricula a la figura en pantalla, efectuar mediciones y
marcar un angulo. Al ejecutar el comando Grabar SesiOn al comienzo de una figura,
Cabri crea una carpeta donde se guardan separadamente cada paso o cambio realizados
sobre esta figura conto urn secuencia de fotografias. Una vez grabada la sesion, al
ejecutar el comando Leer Sesidn, Cabri abre la carpeta y utilizando las teclas de
moyimiento del cursor se presentan en la pantalla la secuencia de construcciones hechas
en dicha sesiOn; putsando la tecla P se puede imprimir cualquiera de estos pasos, y con
la tecla Q regresa el usuario a Cabri.
El comando Editar Mendes en el mend Varios pemtite al profesor, decidir cuales
mends estaran disponibles para el estudiante al trabajar en una determinada actividad.
Por ejemplo, el mend Construed& tiene un comando que permite determinar automa-
ticamente el punto medio de tin segmento dado; aliora bien si la actividad a realizar por
el alumno es la de hallar el punto medio de un segmento mediante una construccidn,
entonces no tiene sentido que tenga disponible el comando anterior. Este comando puede
set suprimido del me& correspondiente pot el profesor antes de comenzar la sesi6n.
Cabrf es el resultado de un proyecto de investigaciOn was amplio sobre el uso de
tutores inteligentes en la ensefianza y aprendizaje de la geometria. Otto de los productos
desarrollados por el grupo de Grenoble en esta direcciOn es HyperCabri. Los investi-
gadores que desarrollaron Cabri estan trabajando en una version que esperemos este
pronto disponible en el mercado. A pesar de algunos problemas tecnicos, Cabrf es una
excelente herramienta informatica para la implementaciOn de una ensehanza de la
'geometria basada en la experimentacion.
The Geometer 's Sketchpad2
De ahora en adelante nos referiremos at The Geometer's Sketchpad por las siglas CdG
correspondientes a su traducciOn al espaftol como el Cuaderno del GeOmetra. Esta
herramienta infortnatica flue desarrollada por la etnpresa Key Curriculum, en Estados
Unidos. La primera version de este paquete fue lanzada al mercado en 1991, y aparecki
2 Actualmente este en desarrollo la version 2.1 del CdG para Macintosh basada en mejoras introducidas en
la version para Windows. Adernas la gente de Key Curriculum Press trabaja en una version totalmente
en esparto! del CdG.
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la versiOn 2.0 a finales del alio pasado. Esta Ultima version, como se vera mas adelante,
contiene nuevas caracteristicas que la hacen superior a la versiOn anterior.
Al abrir el CdG la computadora muestra en la pantalla una caja de herramientas al
lado izquierdo, similar a la que aparece en paquetes como Super Paint, una hoja en
blanco y la barra de memis en la parte superior. La caja permite seleccionar herramientas
para trazar puntos, segmentos, semirrectas, rectas, circunferencias, para crear rotulos
y mensajes, y para abrir o crear guiones.
Toda construcciOn realizada en el CdG se registra automaticamente y puede ser
ejecutada de nuevo si el usuario lo desea. Esta capacidad le permite al usuario mantener
un archivo de construcciones personalizadas para uso posterior, y permite al docente
Ilevar un registro de lo que el estudiante realizo en cada sesiOn de trabajo. El
almacenamiento de una construcciOn o de una serie de construcciones se hace en la
forma de guiOn, utilizando un comando que Ileva el-mismo nombre.
El CdG pennite aplicar transformaciones (reflexiOn, traslaci6n, etc.) a figuras
con.struidas por el usuario. Adernas tiene la capacidad para definir transformaciones
basadas en objetos construidos y la irnagen de la transformaci6n cambia simultanea-
mente cuando el objeto construido varfa tambien. Por ejemplo, una rotaci6n de una
figura basada en un angulo construido puede ser cambiada dinamicamente cambiando
simplemente el angulo que se construy6 para determinar la rotaciOn. El CdG permite
tambien la composiciOn de transformaciOn y su modificaciOn dinarnica simultanea.
Otra de las adiciones importantes a la nueva versiOn del CdG es la recursividad
construida dentro del guiOn. Esto quiere decir que dentro del diserio de un guiOn
podemos tener un lazo que nos pennite repetir tin cierto mimero de veces una
deternrinada construcciOn.
El CdG contiene tambien un menti de Medicion, el cual pennite medir la longitud
de un segment°, su pendiente, angulos, area y perimetro de una regiOn poligonal, y
otros aspectos medibles de las figuras geomOtricas. Las medidas son mostradas en la
pantalla, se actualizaif despues de cualquier cambio en la figura en pantalla y pueden
sec colocadas en la posiciOn que el usuario desee. La version 2.0 tiene una nueva funciOn
que es la construcciOn de una tabla de valores para una dimensiOn detenninada por el
usuario. Esta tabla es transferible a una hoja de calculo, Excel, por ejemplo, para ser
graficada y analizada en la busqueda de relaciones y patrones. El menu de mediciOn
contiene ademas una calculadora con la cual podemos hacer operaciones con las
mediciones obtenidas y con cantidades introducidas por el usuario.
Otra de las caracteristicas de la versiOn 2.0 es la creaciOn de botones de acciOn. El
lector fiuniliarizado con Hypercard comprendera rapidamente lo anterior. Los botones
de acciOn incluyen los siguientes tipos: movimiento, anirnaciOn, ocultar/mostrar,
sonido, pelicula y secuencia. Por ejemplo, el comando movimiento crea un botOn de
acci6n para mover un punto seleccionado primer°, a tin punto seleccionado despues, y
el comando secuencia crea un botOn de acciOn que ejecuta una secuencia de botones
seleccionados. No hay palabras para describir con detalles las acciones de estos boto-
nes y al igual que otras ciu-acterfsticas del CdG. La Unica manera pan llegar a
comprender su poder corn° herrarnienta cognitiva para ensefiar y aprender geometria,
es sentandose frente a una computadora y comenzar a experimentar en el CdG.
La versiOn 2.0 del CdG toma todas las ventaj as posibles del sistema 7.0; por ejemplo,
es posible para el profesor y los estudiantes demostrar y compartir sus trabajos por la
via de la red local. Esto posibilita la colaboraciOn en tiempo real entre estudiantes
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trabajando en diferentes maquinas, y tambien que el profesor supervise el trabajo
los estudiantes desde su maquina (Olive, 1993). Otra de las caracteristicas del Sistema
7 incorporadas en el CdG son los globos de ayuda. Si el comando Mostrar Globes es
activado al pasar a la ventana del CdG, los globes aparecen al posicionar el puntero
sobre el menu, barra o herramienta de la cual se quiere obtener la ayuda.
Consider° que el CdG 2.0 tiene una serie .de caracteristicas que lo hacen superior
a Cabri-GeOmetre. Algunas de ellas son el menu de transfotmaciones y la animacion
automatica, ambas ausentes en Cabri. Hay otros detalles tecnicos, que no es el moment()
detallar, los cuales hacen que me decida pot el CdG come herramienta infonnatica que
puede ser utilizada pan la enserianza y aprendizaje de la geometria en el aula desde la
perspectiva propuesta en este trabajo. En efecto, todos los ejemplos presentados a
continuaciOn fueron elaborados en el CdG y estan a la disposiciOn de los interesados,
junto con otras actividades, en la CoordinaciOn de Matematica del CENAMEC.
Investigacion matematica en el aula
Aqui describo una reconstrucciOn de dos actividades didacticas donde los autores,
Borenson (1986) y Castelnuovo (196311979), utilizaron una perspectiva de investiga-
Mon en la clase de matematica. Borenson presenta un ejemplo de una investigaciOn
realizada en el aula, con estudiantes de septimo grado en una escuela secundaria en
Estados Unidos, sobre las diagonales de un pentagon°. En esta secciOn reconstruyo el
ejempla de Borenson utilizando Ulla herramienta infonnatica. En este caso, el profesor
esta utilizando la computadora como medio para hacer demostraciones a toda la clase
y come estaciOn de trabajo en el aula.
Un aspecto importante de esta propuesta es el de no eximir a los estudiantes de su
responsabilidad matematica. Este aspecto, al igual que los otros, esta basado en una
didactica de la matematica (Arsac, Balacheff y Mante, 1992). Los alumnos son
responsables de su aprendizaje, de la realizaciOn de la actividad matematica en el aula
y de la reflexiOn sobre dicha actividad. Tanto en la enselianza tradicional come en el
use de la computadora para administrar practica y ejercicio en matematica, el estudiante
es eximido de su responsabilidad matematica, todo es hecho para el por el docente o
por la maquina, y los criterios de verdad son establecidos externa y autoritariamente.
Por el contrario, en la propuesta esbozada aqui al estudiante se le devuelve esa
responsabilidad; tiene que analizar situaciones y buscar patrones, elaborar conjeturas
y presentar argumentos para apoyarlas. La responsabilidad matematica del estudiante
es cada vez mayor a medida que el curso avanza, a medida que la clase actoa de manera
was cercana a una comunidad de matematicos.
Consideremos ahora la reconstrucciOn del ejemplo tomado de Borenson. El profesor
comienza construyendo un pentagon° en la computadora con el CdG, y pide a los estu-
diantes que dibujen cada uno un pentagon° en suS cuadernos. A continuaciOn procede
a pedir a los estudiantes que tracen todas las diagonales que parten de uno de los vertices
del pentagon° y, sin continuar dibujando, pide que hagan mm conjetura acerca del
nihnero total de diagonales. Es posible que entre las respuestas surja la siguiente:
iProfe! Un pentagon° tiene diez diagonales porque de eada vertice salen dos.
Figura 1
Figura 3Figura 2
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Entonces se le solicita a alguno de los alumnos o alumnas que pase a la computadora
y complete las diagonales del pentagon° en la pantalla. Ese servira coma prototipo para
comprobar la respuesta correcta y coma contraejemplo para las respuestas incorrectas.
Luego el profesor pide a los estudiantes que formulen conjeturas acerca de las
diagonales del pentagon°. Par ejemplo, en el caso presentado par Borenson (1986),
algunas de las conjeturas propuestas par los
Mhos y nitias fueron las siguientes:
1. Un pentagon° siempre tieue cinco diago-
nales.
2. En cada pentagon° hay dos diagonales en
cada vertice.
3. Para un poligono de cinco lados las diago-
nales fmman una estrella (Fig. 1).
4. Si las diagonales de un pentagon° se inter-
secan para format- una estrella, entonces el
"centro" de la estrella es un pentagon°
(Fig. 1).
5. Hay tantas diagonales canto lados del po-
ligono. (Borenson, 1986, p. 37).
Una vez finalizado el proceso de elaboracien
de conjeturas Los estudiantes comienzan a ela-
borar justificaciones, y a buscar contraejem-
plos que permitan confinnar o refutar dichas conjeturas. Con la ayuda del CdG,
seleccionando uno de los vertices del pentagon°, el profesor o wio de los alumnos puede
construir en un instante ranchos casos diferentes de pentagonos, y ver dinamicamente
cambios en la figura. Por ejemplo, en la Figura 2 tenemos un contraejemplo a la
proposici6n (3) y pareciera confirmarse intuitivamente la proposicion (1). Pero veamos
el ejemplo presentado en la Fig,ura 3: Lcuantas diagonales tiene ese pentagono?
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Debe discutirse con los alumnos que algunas de sus conjeturas son validas si se
imponen ciertas restricciones sobre el tipo de pentagon° a considerar; por ejemplo, las
conjeturas (1) y (2) son siempre ciertas para pentagonos convexos regulares para mm
definicion dada de diagonal. Por otro lado, que ciertas conjeturas son ciertas o falsas
dependiendo de las definiciones adoptadas. Para una definicion de diagonal tenemos
que todo pentagon°, convex° o no, tiene cinco diagonales. Pero para otra definiciOn
de diagonal no todos los pentagonos tienen el mismo Muller° de diagonales, siendo
posible tener pentagonos hasta condos diagonales. Esto Ilevaria a discutir la importancia
de las definiciones en matematicas.
Construir un contraejemplo para la proposiciOn (5) es muy sencillo en el CdG; basta
construir un cuadrado y sus diagonales. Esto mostraria a los alumnos un poligono de
cuatro lados con dos diagonales, y defonnando el cuadrado colapsando uno de los
vertices sobre uno contiguo pemnte construir rapidamente un triangulo, esto es, un
poligono de tres lados sin diagonales. Asi podemos mostrar en una lecciOn o dos unas
cuantas ideas importantes en geometria, sin la obstrucci6n de la posible falta de habilidad
para dibujar del profesor y de los estudiantes, agregando el dinamismo de las figuras
construidas con el CdG, y a esto le sumamos el intercambio de ideas matematicas entre
los alumnos. Todos estos elementos crean un clima en el aula propicio pant la
investigacinn matematica. En otras palabras, la actividad que hemos descrito, permite
a los alumnos trabajar en un aula donde se hace . matematica, se actea sobre objetos
matematicos, se elaboran conjeturas, contrajemplos y justificaciones, en lugar de memo-
rizar hechos y oir descripciones de algoritmos a repetir en un examen sin comprensiem
alguna, un aula donde la computadora es utilizada como herramienta cognitiva.
A continuaciOn presentare el ejemplo tornado de Emma CastelnucRio (1963/1979) y
reconstruido cone! uso del CdG y una computadora en el aula como pizarren electrOnico
y como estaciOn de trabajo. Antes de pasar al ejemplo, deseo hacer notar que
Castelnuovo se refiere a la investigaciOn en el aula en dos sentidos. Por un lado, se
refiere a la actitud de experimentalidad que debe asumir el docente en el aula para poder
Ilegar a una mejor comprensiOn de la fonnacion de ideas, conceptos y estructuras
matematicas en los alumnos. Para ello no basta la intuici6n y la observaciOn, sino que
el profesor debe tener presentes los conocitnientos hasta ahora alcanzados en la pe-
dagogia, la psicologia y la matematica. Por otro laclo, Castelnuovo se refiere a la
actividad matematica que los estudiantes realizan en el aula; es decir, trabajando en
temas de investigaciOn en matematica. Esta seccien esta dedicada a la segunda
interpretaciOn de la investigaciOn matematica en la escuela.
El profesor hace a los estucliantes la pregunta siguiente: "I ,Cuantos triangulos hay
que tengan la misma area? Dibuje algunos Hablen, si quieren, tamblen del penmen°. "
(Castelnuovo, 1963/1979, p. 194). Los alumnos tienen toda la hora de clase para
trabajar en esta pregunta. Los que lo deseen puede]] pasar a hacer algunas exploraciones
en la computadora la cual e -sta siendo utilizada como estacinn de trabajo. Despues de
realizar varios dibujos tanto en la computadora como en sus cuadernos, una gran parte
de los alumnos concluye que basta con que los triangulos tengan la misma base y la
misma altura para que tengan igual area:
Una de las niiias de la clase realizO un dibujo como el que se muestra a continuacion
[Figs. 4(a), 4(b)], en su cuaderno y escribi6 que hay una infinidad de triangulos que
tienen la misma base y la misma altura. PlanteO, como se ye en el dibujo, que basta
fijar una base y mantener el vertice opuesto sobre una recta paralela a esta para obtener
"%),:1111WW1011.1:;;::igQ1-,
Figura 4(b)Figura 4(a)
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triangulos. Esta idea llevO a Castelnuovo a disenar um forma de producir materialmente
lo que la alumna Harm) una linea de triangulos utilizando madera, clavos, una liga y un
anillo de metal. Ahora Men, una construcciOn "similar" puede hacerse de manera
sencilla en el Cuaderno del Gethnetra: se construye un segmento AB que servira de base
al triangulo; por un punto cualquiera Q en el  plano, no colineal con A y B, se traza una
recta / paralela al segmento AB, se tram luego un punto P sobre dicha recta y los
segmentos AP y BP; a continuaciOn se construye la regiOn poligonal APB y se mide su
area y su perimetro. Existen comandos en el CdG que permiten lacer todas estas
construcciones facilmente. La figura mencionada he construida de esta forma. Ani-
ma ndo el punto P sobre la recta / se puede ver como cambia el perimetro de los diferentes
triangulos, mientras que el area se mantiene constante.
Siguiendo la investigaciOn, otros estudiantes han observado que variando la base y
la altura proporcionalmente, obteniendo una serie de triangulos isOsceles [Figs. 5(a),
5(b)] tambi6n se obtiemen triangulos con la misma area.
8
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Figura 5(a)
	 Figura 5(b)
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Castelnuovo expresO que para este caso:
Es mucho mas complicado realizar, materialmente, la serie de triangulos isosceles de igual
area (p. 196).
Esto es comprensible Si tomamos en cuenta el estado de la tecnologia en los anos 50,
pero boy en dia contamos con herramientas que nos permiten hacer esto facilmente.
Por ejemplo, la construccion en el CdG para esta demostraciOn es sencilla y se describe
a continuacion con detalles (Fig. 6).
Nos interesa construir an triangulo isOsceles de manera que al animar el punto A
sobre la recta in obtengamos triangulos con la misma area. En otras palabras, tenernos
que construir una familia de triangulos isaisceles tal que el producto bh sea constante,
donde b es la base y h la altura. Sobre unit recta
horizontal 1 construnnos el segment° con pun-
tos extremos 0 y D. Tomamos este corno
segment° unidad; es decir, OD = 1. Se traza
una recta m que pase por 0 y sea perpendicular
a 1. Se toma unpunto F sobre in y se considera
el segmento OF de longitud fija igual a k.
Luego se considera un punto cualquiera A
sobre la recta in y se traza el segment° DA, y
una recta paralela a DA que pase por F. La
intersecciOn de esta recta con la recta Ise denota
por C. Entonces los trianguloS ODA y OCF son
semejantes. Por lo tanto,
OD OA
=".
OC OF
y entonces
OF = OC • OA
OC OA =k
Por lo tanto, el triangulo RCA tiene area constame e igual a k, para todo punt° A
sobre la recta que pasa por Los puntos 0 y F.
La investigaciOn continua, y se pasa ahora a discutir situaciones relacionadas con
el perimetro. En los dos cases presentados anterionnente se pregunta a los estudiantes:
"i,Cuales son los triangulos de perimetro minirno?" Utilizando el memi MediciOn en
el CdG podemos calcular el penmen° de todos los triangulos de manera dimirnica y
crear aria tabla de valores para ambos casos. Dichas tablas pueden ser transferidas a
una hoja de calculo como Excel, o a la hoja de calculo de un paquete integrado, como
Claris Works o Greatworks. Una vez transferida la tabla se puede hacer una grafica y
determinar el punto minim°. Volviendo luego al CdG puede establecerse cual de Los
triangulos satisface esa condiciOn. Como vemos, hay muchas ideas en esta investiga-
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Men; una que se destaca por sf sola es la del estudio de la diferencia entre el area y el
perimetro de mm figura geometrica. Mediante esta actividad se pueden despejar dudas
acerca de estos conceptus, ya que la computadora pennite explorar de manera dinamica
objetos matematieos en un contexto significativo.
Una vez realizada la investigaciOn en el modo experimental como se ha presentado,
los estudiantes podrian set invitados a escribir justificaciones geometricas o algebraicas
para apoyar sus conjeturas.
El ejemplo anterior ilustra lo que propongo coma estrategia didactica en la enseilanza
de la matematica apoyada por el uso de una computadora en el aula. En ml estrategia
La clase es emendida como una comunidad de aprendizaje donde se hace matematica y
donde la computadora sirve de soporte a esta actividad. Se invita a los estudiantes a
"Ifacer matematica" y a expresarse matematicamente en vez de memorizar lo que
expone el prolesor; se les invitt asimismo a hablar bien matematicamente:
hablar bien significa hablar con razon; Si el litho aprende de memoria una definicion, las mas
dc las veees repite una bella frase sin darse cuenta de lo que dice; su hablar es solo, tin
"verbalizar." Para expresarse, aprender inás escribiendo que hablando, y Inas observando
que repitiendo. (Castelnuovo, 1963/1979, p..201).
La elecchin es nuestra; dehemos escoger, pues, entre enseriar a Los estudiantes "a hacer"
matematica o a ensefiarles a "verbalizar" matematica. Esta deerskin esta estrechamente
relacionada con la elecciOn entre educacion matematica y entrenamiento en mate-
matica, como lo sefialamos en la primera parte de este . trabajo.
Conclusion
En este material lie presentado algunas ideas generates acerca del uso de las microcom-
putadoras coin() lierramienta comiitiva en la enseftanza de la matematica en la escuela,
y dos ejemplos de como realizar investigariOn matematica en el aula apoyada en ml
herramienta. Argumente que las micros pueden ser introdueidas en la clase de
matematica como estacion de trabajo, como tufa alternativa a la estratetzia de Ilevar
los estudiantes a un laboratorio de computacion donde —en general— se descontextua-
liza la actividatl matematica y no se tiene una clara percepciOn de lo que se esta haciendo.
Est() y onus efectos sobre Ia fon/tacit:in de concepciones ernineas en aritmetica, han
sido documentados en el caso del uso masivo de computadoras en Israel. en el trabajo
de Nora Hativa. En el aula. Ia computadora puede set utilizada tam° por el docente
pant hacer deniostraciones. coin° un pizarren electranico. como pot los estudiantes. para
la realizacian de micas especificas dei gn) del proceso de investitzacion 0 de resoluciOn
probleinas en matematica.
El otro punto importante desarrollado en este artieulo es que Ia introduerion de
micros en la escuela debe liticerse tiara la inmlementacion de estrategias diacticas
especiticas parti las materias que se ensenan en aquella. Tal es el cast) de Los rjemplos
present:Mos aqui. Con ellos sr ilustra la introducciOn de una micro en el aula coin°
herramienta cognitiva pant implementar mu ensenanza de la matematica basada en la
investigacitin. En turas palabras. las computadoras y las he rramientas intionnaticas
deberian set introducidas en la ensefianza de la niatemAtica corn() respuesta a una
A 1
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estrategia didactica establecida previamente, y no como una soluciOn en busca de un
problema (Bigum, 1987).
Con la introducciOn de micros en el aula se espera que el profesor reflexione acerca
de los posibles usos de estos aparatos en la ensefianza y aprendizaje de la matematica,
pero al mismo tiempo -como argumenta Bigum (1987b)- se espera que revise sus erten-
cias sobre estos procesos. Por lo canto, debemos considerar la relaciOn entre las concep-
clones que tiene una cierta comunidad de un medio determinado y las forms como
misma es utilizada. Sevin expresan Brown, Collins y Duguid (1989), tenemos que
reflexionar sobre lo siguiente:
La comunidad y su punto de vista, tanto . como la herramienta misma, deterrninan la forma
en que la herramienta es utilizada [. Como las herramientas y la manera en que son
utilizadas reflejan los insights particulares acumulados en las comunidades, no es posible mar
una herramienta apropiadamente sin comprender la comunidad o cultura en la cual se utiliza
(p. 33). [Trad. del autor].
Para concluir, pienso que en general las ideas didacticas deberian preceder y no seguir
a las innovaciones tecnolOgicas. El mejor ejemplo que tenemos de esto son las ideas
desarrolladas por Emma Castelnuovo en los allos 60, las cuales podemos implemental-
aliora con mayor facilidacl mediante las tecnologias informaticas desarrolladas en la
iiltima decada.
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